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2．解答時間は 3 時間です。

3．答案用紙の記入について
ア　答案は濃くはっきり書き、書き損じた場合は、解答の内容がはっき
り分かるように訂正してください。

イ　問題 1 題に 1枚（両面）を使用してください。
ウ　表側の各欄にそれぞれ必要事項を記入してください。
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4．下書き用紙はこの問題集の中央部にとじ込んであります。試験官の指
示に従って、試験開始後に問題集から下書き用紙だけを慎重に引きはが
して使用してください。なお、誤って問題集を破損しても、問題集の交
換はできませんので注意してください。

5．この問題集で単位の明示されていない量については、全て国際単位系
（SI）を用いることとします。

6．この問題集は、本試験種目終了後に持ち帰りができます。

7．本試験種目の途中で退室する場合は、退室時の問題集及び下書き用紙
の持ち帰りはできませんが、希望する方には後ほど渡します。別途試験
官の指示に従ってください。なお、試験時間中に、この問題集から下書
き用紙以外を切り取ったり、問題を転記したりしないでください。

8．下欄に受験番号等を記入してください。
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【No. 1】 以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．n，iを正の整数とする。C nを C上の n次元数ベクトル空間とする。n次複素正方行列 Aに

対して
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と定める。ただし、0=

0

0

0

h
f p! C nとする。また、i= 1 のときはベキを省略して表記する。 

このとき、十分大きな正の整数 kが存在し

C nm ImAm ImA2m…m ImAk= ImAk+1= ImAk+2=…

及び

0" ,l KerAl KerA2l…l KerAk= KerAk+1= KerAk+2=…
となることが知られている。そのような kに対して、IA= ImAk，KA= KerAkとおくとき、以

下の問いに答えよ。

⑴　IA+KA= 0" ,が成り立つことを示せ。

⑵　B= 2
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0 -f pとおく。このとき Bの固有値及びそれぞれの固有値に属する固有ベクト
ルを求めよ。

⑶　⑵で定めた Bに対して、IB，KBを求め、C 3= I KB B5 となることを確かめよ。

⑷　nを 2以上の整数とする。n次複素正方行列 C=（cij）における i行 j列成分 cijを
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と定める。このとき、KerC，IC及び KCをそれぞれ求めよ。

⑸　以下のⅰ～ⅳの条件を全て満たす 7次複素正方行列 Dの例を一つ挙げ、その Dが確かに例

になっていることを示せ。

ⅰ　C 7n ImDn ImD2n ImD3= ImD4=…

ⅱ　 0" ,m KerDm KerD2m KerD3= KerD4=…
ⅲ　dimKerD= 2

ⅳ　dim ID= 2，dimKD= 5
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Ⅱ．以下の問いに答えよ。

⑴　実数 s，t2 0 に対して、広義積分 x x dx1s t1

0

1
1-- -] g# が存在することを示せ。

実数 s，t2 0 に対して、広義積分 x x dx1s t1

0

1
1-- -] g# を B（s，t）で表す。

⑵　B
2

1

2

1
，d nを求めよ。

⑶　実数 s，t2 0 に対して、B（s，t）= B（t，s）が成り立つことを示せ。

⑷　実数 s，t2 0 に対して、

B s t
t

s
B s t1 1， ，+ = +] ]g g，　B s t B s t B s t1 1， ， ，= + + +] ] ]g g g

がそれぞれ成り立つことを示し、これらの関係式を用いて

B s
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B s tt

t

s
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が成り立つことを示せ。

⑸　mを非負整数、nを正の整数とするとき、⑷の結果を用いて
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が成り立つことを示せ。ただし、正の整数 pに対して、 !!p p i2 1 2 1 2
i

p

0

1

- = - -
=

-] ]g g% である。

⑹　次の R 3 内の領域 Vの体積を求めよ。

RV x y z x y z x y z1 03 2

1
2，， ，，，! E F= + +( 2] g R
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【No. 2】 以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．nを 2以上の整数とする。有理数係数 n次多項式 Qf X a X Xi
i

i

n

0

!=
=

] g 6 @/ Q の Q上の最小分解

体を Kとする。f（X）の根を t1，t2，…，tn! Kとするとき、

D f a t tn
n

i j
i j

2 2 2= -
1

-] ]g g%

と定める。この D（ f）は根 t1，t2，…，tnの順序に依らずに値が決まり、また、D（ f）! Qである 

ことが知られている。このとき、以下の問いに答えよ。

⑴　n= 2 のとき、D（ f）を a0，a1，a2 を用いて表せ。

⑵　f（X）= X3- 2 のとき、D（ f）の値及びガロア拡大 K/Qのガロア群を求めよ。

⑶　n= 3 かつ f（X）が Q上既約であるとする。f（X）が一つの実根と二つの虚根をもつための

必要十分条件は D（ f）1 0 であることを示せ。また、このとき、ガロア拡大 K/Qのガロア群

を求めよ。

⑷　n= 3かつ f（X）が Q上既約であるとする。f（X）が相異なる三つの実根をもち、 D f] g!Q 

であるとき、ガロア拡大 K/Qのガロア群を求めよ。

⑸　 3 5+ のQ上の最小多項式を求めよ。また、その最小多項式を f（X）とするとき、 D f] g 
の値及びガロア拡大 K/Qのガロア群を求めよ。

Ⅱ．Rを積に関する単位元 1をもつ可換環とし、さらに、ネーター環であるとする。mを非負整

数とし、m次多項式 f（X）= a0+ a1X+…+ amXm! R X6 @（am! 0）に対し、In（ f）= amXm
と定める。また、R X6 @のイデアル Iに対し、In（I）を集合 In f f X I!] ]g g" ,で生成される R X6 @ 
のイデアルとする。このとき、以下の問いに答えよ。

⑴　Rがネーター環であることの定義を述べよ。また、その定義と同値な命題を述べよ。ただし、

同値であることの証明は不要である。

⑵　多項式 f X f X f X In1 2， ，…， !] ] ]g g g に対し、 In In Inf f fn1 2， ，…，] ] ]g g g" ,が In（I）を生成
するとき、 f X f X f Xn1 2， ，…，" ,] ] ]g g g は Iを生成することを示せ。
⑶　任意の非負整数mに対し、Iに含まれるm次多項式の最高次の係数からなる集合 Imは Rの

イデアルであることを示せ。

⑷　Rの有限部分集合列 A0，A1，…が存在し、任意の非負整数mに対して和集合 A0,A1,…,Am 

が Imの生成系になることを示せ。

⑸　Iが単項式で生成されているとき、単項式からなる有限集合で Iの生成系になるものが存在

することを示せ。

⑹　⑵～⑸を用いて、R X6 @がネーター環であることを示せ。
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【No. 3】 3 次元実ベクトル空間 R 3 上の内積 ， を、x=（x0，x1，x2），y=（y0，y1，y2）! R 3 に

対し、

x y x y x y x y0 0 1 1 2 2， =- + +yx

で定める。このような内積を考えるとき、R 3 を E2，1 と表す。

H 2= x E x xx x x x1 00 1 2
2 1

0， ， ， ，， 2!= =-] g# -xxx E

とおく。以下の設問に答えよ。

⑴　H 2 内の任意の C 1 級の曲線 l： a b， "6 @ H 2，l（t）=（l0（t），l1（t），l2（t））に対し、

l l
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であることを示せ。

H 2 内の C 1 級の曲線 l： a b， "6 @ H 2 に対し、

Leg（l）= l l

dt

d
t
dt

d
t dt

a

b

，] ]g g# l l

と定義する。lが区分的に C 1 級である場合は、C 1 級である区間毎に積分し総和をとる。以後、 

H 2 内の曲線を考える際は、全て区分的に C 1 級であるものとする。

写像 d：H 2# H 2" Rを

d（p，q）= Leg l l H l p l qinf a b a b2： ， ， ，" = =] ] ]g g g6 @# -l l lH lp q

と定める。

⑵　任意の p，q，r! H 2 に対し、

d（p，q）+ d（q，r）F d（p，r）

が成り立つことを示せ。

p=（p0，p1，p2），q=（q0，q1，q2）を q0E p0 を満たすH 2 の点とし、p0= cとおく。l： a b， "6 @ H 2 

を l（a）= p，l（b）= qを満たす曲線とする。また、 p q p q1 1
2 2

2 2d= - + -] ]g g とおく。
⑶　曲線 lが任意の t! a b，6 @に対して l0（t）1 2cを満たすならば、Leg（l）F

c2

d が成り立つこ 

とを示せ。

⑷　任意の曲線 lに対し、Leg（l）Fmin log
c2

2e，
d( 2が成り立つことを示せ。

⑸　dが H 2 上の距離関数であることを示せ。
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J=

0

1

1

0

0

0

1

0

0

-f pとおく。正則な n次実正方行列全体を GLn（R）とする。また、

O+（2，1）= RA a GL AJA J a 1ij i j
t

0 2 3 00，， ! F= =E E] ]g g# -R ，

SO+（2，1）= detA O A2 1 1，! =+ ] g" ,，

SO（2）= R detA GL A AA
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f ] fp g p* 4R

と定める。ただし、tAは Aの転置行列、detAは Aの行列式を表す。なお、必要ならば、これら 

の集合が行列の積に関して群をなし、GL3（R）の部分群となることを用いてよい。

⑹　H 2 の元を縦ベクトルとみなすとき、行列の左からの積により、O+（2，1）は H 2 に作用するこ

とを示せ。また、任意の p，q! H 2 と A! O+（2，1）に対し、d（Ap，Aq）= d（p，q）が成り立

つことを示せ。

⑺　SO+（2，1）は H 2 に推移的に作用することを示せ。なお、必要ならば、 p p 1， =-p p を満た

す任意のベクトル p! E2，1 に対して、 v vi j ij， d=v v かつ v p 0i， =pv を満たす v1，v2! E2，1 が

必ず存在することを用いてよい。

⑻　H 2 は群作用による商空間 SO+（2，1）/SO（2）と同型であることを示せ。

H 2 内の測地線とは、曲線 l：R" H 2（又はその像）で、任意の a1 bに対して  

d（l（a），l（b））= Leg l a b，] g6 @l を満たすものであり、測地線 l：R" H 2 が点 pを通るとは、l（c）= p 

を満たす c! Rが存在することである。ただし、l a b，6 @l は lの a b，6 @への制限を表す。
⑼　異なる 2点 p，q! H 2 を通る測地線は、原点（0，0，0）と p，qの 3点を含む E2，1 内の平面と

H 2 の交わりであることを示せ。なお、必要ならば、任意の 2点を通る測地線が一意的に存在す

ることを用いてよい。

⑽　任意の p! H 2 と、p! H 2 を通らない任意の測地線 Lに対して、「p! H 2 を通り、かつ L

と共有点をもたない測地線」が無数に存在することを示せ。
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【No. 4】 f f f 0 11 2， ， ，…： ， "6 @ Rとし、任意の x! 0 1，6 @に対して
n"3
limf x f xn=] ]g gが成り立

つとする。以下のⅠ～Ⅳの設問に答えよ。

Ⅰ．以下の問いに答えよ。

⑴　任意の正の整数 nに対して
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とするとき、f（x）を求めよ。

⑵　任意の正の整数 n及び任意の x! 0 1，6 @に対して
m"3

!lim cosf x xnn
m2 r=] ]g g

とするとき、f（x）を求めよ。

Ⅱ．有界な関数 g： 0 1， "6 @ Rに対して、 supg g x
x 0 1，

=3
!

] g
6 @

と定める。任意の正の整数 nに対し

て fnは有界であるとし、sup f
n

n

1

313
F

が成り立つとする。以下の問いに答えよ。

⑴　fは有界であることを示せ。

⑵　
n n" "3 3
lim sup lim inff f f f fn n nE E- -3 3 3 3] g が成り立つことを示せ。

⑶　Ⅰ⑴の fnに対して、
n n" "3 3
lim sup lim inff f f f fn n n1 1- -3 3 3 3] g が成り立つことを

示せ。

Ⅲ．任意の正の整数 nに対して fnは連続であるとする。以下の問いに答えよ。

ただし、関数列 fn" ,が関数 fに一様収束するとは、任意の f2 0 に対して、ある正の整数 N
が存在して、任意の nF N及び任意の x! 0 1，6 @に対して f x f xn 1 f-] ]g g が成り立つことを

いう。

⑴　 fn" ,が関数 fに一様収束するならば、fは連続であることを示せ。
⑵　任意の正の整数 n及び任意の x! 0 1，6 @に対して、fn（x）E fn+1（x）が成り立つとする。ま
た、fは連続であるとする。このとき、 fn" ,が関数 fに一様収束することを示せ。
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Ⅳ．ルベーグ積分可能な関数 g： 0 1， "6 @ Rに対して、 g g x dx1
0

1

= ] g# と定める。任意の正の整 

数 nに対して fnはルベーグ積分可能であるとし、sup f
n

n

1
1 31

F

が成り立つとする。以下の問 

いに答えよ。

⑴　fはルベーグ可測であることを示せ。

⑵　fはルベーグ積分可能であることを示せ。

⑶　
n"3
lim f f f fn n1 1 1- - =] g が成り立つことを示せ。
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【No. 5】 本問では、基礎となる確率空間を（X，F，P）とする。確率変数は実数値であるとし、確

率変数Wの期待値を E W6 @で表す。以下のⅠ、Ⅱ、Ⅲの設問に答えよ。
Ⅰ．nを正の整数とする。確率変数 X1，…，Xnは独立同分布で、X1 の確率密度関数が

Rf x e x
2

1 x != -] ]g gR

で与えられるとする。 e f x dxx

3

3
m

-

] g# が収束する m! Rの集合を Iとし、

e f x dx Ix !{ m m=
3

3
m

-

] ] ]g g g#
と定める。また、J= I+（0，3）とおく。以下の問いに答えよ。

⑴　Iを求めよ。

⑵　m! Jとする。任意の f2 0 に対して、

P X X n
e

n n

n

1 … 2 Ef
{ m

+ +
fm

] ]g g
が成り立つことを示せ。

⑶　f2 0 に対して、

f
e

J!m
{ m

m=f fm
] ] ]g g g

と定める。 f mf ] gが最小値をとる mがただ一つ存在することを示せ。
⑷　f2 0 に対して、 f mf ] gが最小値をとる mを ＊m f] gと表す。極限値

0"f +
lim

＊

f

m f] g
を求めよ。

⑸　f"+0 のとき log f
1

e ＊
f

m f
a f ] g] g が 0でない実数に収束するような a! Rと、そのときの

0"f +
lim log f

1
e ＊

f
m f

a f ] g] g
をそれぞれ求めよ。

Ⅱ．確率変数 Zは標準正規分布に従うとする。すなわち、Zの確率密度関数は

-
Rg x e x

2

1 x

2

2

!
r

=] ]g gR

で与えられるとする。

M E Z x g x dx k 0 1 2k
k k ，，，…= = =

3

3

-

] ]g g6 @ #
とおくとき、以下の問いに答えよ。

ただし、全ての k= 0，1，2，…に対して、Mkが存在することは証明なしに用いてよい。

⑴　m= 1，2，…に対して、M m M2 1m m2 2 1= - -] ]g gが成り立つことを示せ。

⑵　m= 1，2，…に対して、
!

!
M

m

m

2

2
m m2

・
=
] g となることを示せ。
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Ⅲ．確率変数の列 X1，X2，…は独立同分布であり、任意の k= 1，2，…に対して m E Xk
k

1= ] g7 Aが
存在すると仮定する。さらに、m1= 0，m2= 1 であるとする。n= 1，2，…に対して

S Xn i
i

n

1

=
=

/ ，　Z
n

S
n

n
=

とおく。k= 1，2，…に対して、
n"3
limE Z k

n] g7 Aが存在するとき、その極限値を Lkと表す。以下の 
問いに答えよ。

⑴　極限値
n"3
limE X Sn n6 @を求めよ。

⑵　Kを 2以上の整数とする。極限値 L1，L2，…，LKが存在するならば、

n"3
lim

n

E X Sn n

K

K

1-_
]
i
g7 A

も存在することを示し、その値を L1，L2，…，LKの中から必要なものを用いて表せ。

⑶　Kを 2以上の整数とする。L1，L2，…，LKが存在するならば、LK+1 も存在することを示し、

その値を L1，L2，…，LKの中から必要なものを用いて表せ。

⑷　k= 1，2，…に対して、Lkの値を求めよ。
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【No. 6】 離散確率変数 X，Yに対し、エントロピーと条件付きエントロピーを以下のように定義

する。

logH X P X x P X x
x DX

=- = =
!

] ] ]g g g/

logH X Y P X x Y y P X x Y y
y Dx D YX

， ， ，=- = = = =
!!

] ] ]g g g//

logH Y X P X x P Y y X x P Y y X x
x D y DX Y

=- = = = = =
! !

] ] ] ]g g g g/ /

ただし、DZは Zの定義域とし、対数の底は 2とする。

確率過程 Xl" ,の同時離散確率関数を P X x X x x x Dn n n X
n

1 1 1， ， ， ， != =… …] ]g g_ iとする。確率 
変数列の任意の部分集合に関する同時分布が、インデックスに関するシフトに対して不変であると

き、すなわち P X x X x P X x X xn n l n l n1 1 1 1， ， ， ，= = = = =+ +… …] ]g gが任意の正の整数 n，l及び
全ての x1，…，xn! DXに対して成り立つとき、確率過程が定常であるという。また、n= 1，2，…に 

対して P PX x X x X x X x X xn n n n n n n n1 1 1 1 1 1， ， == = = = =+ + + +…] ]g gが全ての x1，…，xn+1!DX 
に対して成り立つとき、離散確率過程 X1，…はマルコフ連鎖をなすという。以下の設問に答えよ。

⑴　logxE（x- 1）logeを示せ。ただし、eはネイピア数とする。

⑵　二つの離散確率関数 P X] g，Q X X D d1X ， ，! = …] g] g " , に対し、  

logD P Q P x
Q x

P x

x DX

， =
!

] ] ]]g g gg/ とする。D（P，Q）F 0 を示せ。ただし、0log0= 0 とする。

⑶　 XH H X Y 0F-] ]g g を示せ。また、定常過程において、H X X Xn n 1 1， ，- …] gは nに関して 
非増加であることを示せ。

⑷　H X Y H Y XH X， = +] ] ]g g gを示せ。また、H X X H X X Xn i i
i

n

1 1 1
1

， ， ， ，= -
=

… …] ]g g/ を示せ。

⑸　D a bX ，= " , に値をとり、P X a X a 1n n1 a= = = -+] g ，P X Xb b 1n n1 b= = = -+] g で 

あるような 2状態マルコフ連鎖を考える。このマルコフ連鎖の定常分布を P X a an= =] g ，

P X b bn= =] g とするとき、na，nbを a，bを用いて表せ。ただし、01 a1 1，01 b1 1 と

する。

確率過程 Xl" ,のエントロピーレートを
n"3
limR X
n
H X X
1

n1， ，= …] ]g gで定義する。
⑹　X1，X2，…は D d1X ， ，= …" ,に値をとる独立で同分布に従う（すなわち、i.i.d.）確率変数であ 
るとする。エントロピーレート R（X）を P（X1= x）（x! DX）で表せ。また、R（X）の最大値を

求め、dを用いて表せ。

⑺　定常マルコフ連鎖に対して、エントロピーレートが R X H X X2 1=] ]g gとなることを示せ。
⑻　⑸で示されたような定常マルコフ連鎖に対するエントロピーレートを計算せよ。また、エント

ロピーレートの最大値と、そのときの a，bを求めよ。
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Cをm種類のアルファベットからなる集合とし、C中のどのアルファベットが出現するかを当

てるゲームを行う。初期スコアを 1とし、プレイヤーは保持している全てのスコアをアルファ

ベット X! Cに b（X）の割合で賭け、当たった場合には賭けたスコアのm倍のスコアを受け取る

とする。

このゲームを n回連続で行ったとき出現した記号を X1，…，Xnとし、X1，…，Xnに各々  

Q X Q X X Q X X Xn n1 1 12 1， ， ， ， ， -… …] ] ]g g gの割合で賭けたときに得られるスコアを  

S X X m Q X Xn n
n

n1 1， ， ， ，=… …] ]g gとする。ここで、Q X X Xi i1 1， ， -…] gは i回目のゲームでアル
ファベット Xi! Cに賭ける割合 Q X X X 1i i

X C
1 1

i

， ， =
!

-…b ] g l/ であり、プレイヤーの戦略を表し 

ている。確率過程 Xl" ,は定常であるとし、確率過程 Xl" ,のエントロピーレートを R（X）とする。
⑼　 log

log
E

n

S X X
P X x X x

n

S X x X xn n
n n

n n n

x x C

1
1 1

1 1

n

， ，
， ，

， ，

， ，

= = =
= =

!
n1 …

…
…

…] ] ]
]

g g g
g

= G / と

して、 loglogR X E
n

S X X
m

n n1， ，
E - …] ]g g= Gを示せ。なお、定常過程 X Xn1， ，…" ,に対して、  

n

H X X

n

H X X

1

n n1 1 1， ， ， ，
E

-
-… …] ]g g
であることを用いてよい。
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【No. 7】 以下の設問に答えよ。

感染症の流行の数理モデルである SIR モデルでは、人口集団を感受性（susceptible）、感染性

（infectious）、回復（recovered）の 3状態に分割する。初期状態での全人口を Nとして、それぞ

れの状態の時間発展を以下の微分方程式で記述する。

 
dt

dS t

N

S t I tb
=-

] ] ]g g g
 ……①

 
dt

d t

N

S t I tI
I t

b
c= +-

] ] ] ]g g g g
　　……②

dt

d t
I t

R
c=

] ]g g
ここで、S（t），I（t），R（t）はそれぞれ、時刻 tにおいて感受性をもつ者（未感染者）、感染してい 

る者、回復した者の人口である。また、bは感染しやすさを表す定数で、周囲に感染者がいないと

きに一人の感染者が微小時間 Dtに感染させる人数は、bDtと見積もられる。cは回復率である。

ひとたび回復した人は再感染しないと仮定する。このモデルをモデル 1とする。

⑴　モデル 1では、全人口 N= S（t）+ I（t）+ R（t）が時間変化しないことを示せ。

⑵　時刻 t= 0 において少数の感染者が発生したとする。感染流行初期における I（t）の時間変化

は、S（t）の減少効果が無視できるほど小さいため、次の方程式で記述できる。

dt

d tI

N

S
I t

0b
c= -

] e ]g o g
ここで、S0 は時刻 t= 0 における S（t）の値である。

⒜　初期条件を I（0）= I0 として、この微分方程式を解け。

⒝　感染流行が拡大する条件、すなわち初期感染人口が指数関数的に増加する条件を求めよ。

⑶　モデル 1のダイナミクスは（S，I）の 2次元力学系によって決定される。

⒜　式①及び②から次式が得られることを示せ。

d

dI

S S

S
1

cr
= -  ……③

ただし、S N
cr

b

c
= である。

⒝　式③の積分より、I（t）と S（t）の関係式が得られる。I（t）を S（t）及び I0，S0，Scr を用いて 

表せ。

⒞　I（t）の最大値を、I0，S0，Scr を用いて表せ。
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次に、人口の流入及び流出がある場合を考え、感染症の流行を以下の微分方程式で記述する。

 
dt

dS t
bN S t

N

S t I t
n

b
= - -

] ] ] ]g g g g

 
dt

dI t

N

S t I t
I t

b
n c=- ++

] ] ] ] ]g g g g g

dt

dR t
R t I tn c=- +

] ] ]g g g
ただし、b及び nは正のパラメータとする。また、全人口 N= S（t）+ I（t）+ R（t）は一定値を保 

つとする。このモデルをモデル 2とする。

⑷　全人口 Nが一定値を保つための条件を求めよ。

⑸　bと nがそれぞれ何を表すのかを、次の語句の中から必要なものを用いて説明せよ。

ただし、解答中の用いた語句に下線を引くこと。

［語句：　流入率、流出率、拡大、収束、人口］

⑹　人口集団がまだ免疫を持っていないものとし、時刻 t= 0 において少数の感染者が発生したと

する。このとき、S0. Nと近似できることを用いて、感染流行が拡大する条件を求めよ。

⑺　モデル 2では、感染流行が拡大する条件が満たされる場合には、S（t）も I（t）も一定値となる

定常的な状態に近づいていく。その定常状態での Sと Iをそれぞれ求めよ。

⑻　モデル 2において、流入人口に対してある割合 aでワクチン接種を行うとする。ただし、ワ

クチン接種を受けたものは感染せず、回復状態のものと同一視できると仮定する。

⒜　この場合のモデルを微分方程式で記述せよ。

⒝　感染者のいない定常状態での S及び Rを求めよ。

⒞　少数の感染者が発生しても感染流行が拡大しなくなるワクチン接種割合の条件を求めよ。
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【No. 8】 頂点集合を V、辺集合を Eとする有向グラフ G=（V，E）を考える。各辺（i，j）! Eの

容量 u 0i j， 2 及び単位流量当たりの費用 ci j， が与えられる。また、各頂点 i! Vに需要あるいは

供給を表す量 biが与えられているとする。ただし、bi2 0 のとき頂点 iはネットワークの供給点

で、biはその供給量を表し、bi1 0 のとき頂点 iは需要点で、 bi はその需要量を表す。需要と供

給は全体でバランスが取れている、すなわち b 0i
i V

=
!

/ を満たすと仮定する。このとき、辺（i，j）! E 

を流れるフローの量を変数 xi j， で表すと、総費用を最小にするようなフローを求める最小費用流問

題は以下の線形計画問題に定式化できる。

minimize c x
i j E

i j i j
，

， ，
!] g

/

subject to　　 x b i Vx
j i j

k i i
k k i E

i j
E： ，

，
： ，

， !- =
!!

]
] ]

g
g g

/ / 　　……①

x u i j E0 i j i j ，， ，E E !]] g g ……②

ここで、各頂点の流量保存制約①と各辺の容量制約②を満たすフローを可能流という。

各辺（i，j）! Eを流れるフローの量 x x i j Ei j ，， != ] g" ,を与えたときに、各辺の変更可能なフ
ローの量を表す残余ネットワーク G x V E x，=] ]g g` jN N を定義する。残余ネットワークでは、フロー

を戻すことを表すために、各辺（i，j）! Eに対して、逆向き枝（ j，i）を用意する。この逆向き枝の

集合を E j i i j ER ， ， != ] ]g g" ,とする。各頂点の組（i，j）! V# Vに対して、辺（i，j）! V# Vの
残余容量 u xi j， ] gL 、残余ネットワークの費用 ci j，K を

u x

u x i j E

x i j E

0

i j

i j i j

j i
R

，

，

その他

，

， ，

，

!

!=

-

] ]
]

g g
gZ

[

\

]]]]]]
]]]]]]]

L ，　c
c i j E

c i j E
i j

i j

j i
R

，

，
，

，

，

!

!
=
- ]

]
g
gZ

[

\

]]]
]]]]

K

と定義する。残余ネットワークの辺集合を E x i j E E u x 0R
i j， ，, 2!=] ] ]g g g# -LN と定義する。以 

下の設問に答えよ。

⑴　次の補題 1を証明せよ。

補題 1：可能流 xに対する残余ネットワーク上の一つの有向閉路の辺集合を Cとする。この有

向閉路に沿って十分小さな値 fだけ更新したフローを xl、すなわち

x

x i j C E

x j i C E

x

i j

i j

i j
R

i j

，

，

その他

，

，

，

，

+

+

!

!

f

f=

+

-l

]
] g
gZ

[

\

]]]]]]
]]]]]]]

 ……③

とすると、xlは可能流であり、費用に関して

c x c x ci j i j
i j E

i j i j
i j E

i j
i j C

， ，
，

， ，
，

，
，

f- =
! ! !

l
] ] ]g g g

K/ / /

が成り立つ。

⑵　最小費用流問題の制約条件①、②それぞれに対応する双対変数 yi，zi j， を導入し、双対問題を

記述せよ。
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⑶　頂点 i! Vに対応する双対変数 yiはポテンシャルと呼ばれる。各辺（i，j）! E,ERに対して、

簡約費用 i j，c
y を i j，c c y yi j i j，= + -y K で定義する。有向閉路 Cで、有向閉路に含まれる辺の費用

和 c
Ci j
i j

，
，

!] g

K/ が負となるとき、この閉路を負閉路という。次の定理 2は、最小費用流問題に対す 

る最適性条件である。

定理 2：可能流 xに対して、以下は同値である。

ⅰ　フロー xは最小費用流問題の最適解である。

ⅱ　フロー xに対する残余ネットワークに負閉路は存在しない。

ⅲ　フロー xに対する残余ネットワーク上でどの辺の簡約費用も非負となるようなポテンシャ

ルが存在する。

このとき、以下の問いに答えよ。

⒜　ⅰ&ⅱを証明せよ。

⒝　ⅱ&ⅲを証明せよ。

⒞　ⅲ&ⅰを証明せよ。

⑷　補題 1と定理 2より、次の最小費用流問題に対する負閉路消去法が考えられる。

アルゴリズム 1　負閉路消去法

可能流 xを求め、xに対する残余ネットワークを作る

while 残余ネットワーク G x] gN に負閉路が存在 do

負閉路を一つ取り出し、その辺集合を Cとする

min u x i j Ci j ，，! !f ] ]g g# -L
Cに沿ってフロー xを式③で定義した xlを用いて x x! lと更新し、残余ネットワークも更新

end while

一方、定理 2のⅲの条件に基づいた最短路繰り返し法も考えられる。

ここで、e x b x xi i i j
j i j E

k i
k k i E

，
： ，

，
： ，

= - -
! !

] b
] ]

g l
g g

/ / とする。アルゴリズム 2の㋐、㋑に当てはま

る適切な記述を示せ。
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アルゴリズム 2　最短路繰り返し法

c 0i j， F ならば x 0i j， = 、c 0i j， 1 ならば x u i j Ei j i j ，， ， != ]] g g、y i V0i != ] gとする
while el（x）2 0 である頂点 lが存在 do

G x] gN の辺 i j E x， !] ]g gN の簡約費用を辺（i，j）の長さとして lから各頂点 i! Vへの最短路

長 d（i）を求める

各頂点 i! Vのポテンシャルを y y d ii i! + ] gと更新
ek（x）1 0 である頂点 k! Vを選び、lから kへの最短路の枝集合を Pとする

min!f " ,㋐

Pに沿ってフロー xを x i j， =l ㋑ で定義した xlを用いて x x! lと更新

残余ネットワークも更新

end while

⑸　V 1 2 3 4 5，，， ，= " ,，E 1 2 1 3 2 5 3 2 3 4 4 2 4 5， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ， ，= ] ] ] ] ] ] ]g g g g g g g" ,，  

u 201 2， = ，u 041 3， = ，u 402 5， = ，u 013 2， = ，u 053 4， = ，u 024 2， = ，u 034 5， = ，  

c 31 2， = ，c 71 3， = ，c 32 5， = ，c 23 2， = ，c 33 4， = ，c 44 2， = ，c 84 5， = ，  

b1=-50，b5= 50，b2= b3= b4= 0  

のとき、最小費用流問題を解き、最適解と最適値をその根拠とともに記述せよ。
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【No. 9】 力学及び電磁気学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．力学に関する以下の問いに答えよ。

図の左側のように、水平な粗い床の上に、半径 a、質量Mの一様密度の球が静止している。

時刻 t= 0 において、床面に平行に球の重心Gに向かって撃力を加えたところ、重心Gは速さ

v0 で運動を始め、時刻 t= t1 以降は速さ v1 で等速直線運動を行った。

ただし、重心まわりの球の慣性モーメントは IG= Ma
5

2 2であり、床と球の間の動摩擦係数を

n'、重力加速度の大きさを gとする。また、空気抵抗は無視できるものとする。

⑴　時刻 tにおける重心Gの速さを v（t）とし、重心まわりの角速度の大きさを ~（t）とする。

01 t1 t1 における、球の重心運動及び重心まわりの回転運動に関する運動方程式を書け。

⑵　⑴で求めた運動方程式の解を求めよ。

⑶　t1 及び v1 を、v0，n'，gのうち必要なものを用いて表せ。

G
G

a

撃力

溝

床

2a

i1

A O

その後、上記のように重心Gが速さ v1 で等速直線運動を行いながら、球は幅 2aの溝に進入

した。球は溝の角の点Aを通過して、図の右側のようにもう一方の角の点Oと完全非弾性衝突

をした。衝突直後における線分AOと線分OGがなす角度を i1 とすると、sini1=
5

3 であった。

点Oは十分に粗く、球は点Oと一点で接触を保ちながら、点Oまわりに回転運動を行った。

⑷　v1 を a及び gを用いて表せ。

⑸　球が点Oと衝突する直前における、重心Gの点Oまわりの角運動量の大きさを求めよ。

⑹　球が点Oと衝突した直後における、重心Gの点Oまわりの角速度の大きさを
a

v2 とする。

衝突直前と直後における点Oまわりの角運動量保存の式を導出し、v2 を a及び gを用いて表

せ。ただし、点Oまわりの球の慣性モーメントは IO= Ma
5

7 2である。

⑺　球が点Oと衝突した後の時刻 tにおける線分AOと線分OGがなす角度を i（t）とする。

衝突後のエネルギー保存の式を導出し、球が溝を越えて運動を続けるか溝に落ちるかを答えよ。
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Ⅱ．電磁気学に関する以下の問いに答えよ。ただし、虚数単位を iとする。

電離層での電磁波の伝播と反射について考える。電離層は電子と正イオンで構成され、高周波

電磁波に対しては正イオンは動かず、電子だけが動けるとしてよい。電離層では、電場 E、磁束

密度 B、電流密度 Jに対するマクスウェル方程式は

d・E= 0，　d・B= 0，　d# E=
B

u

u

t
-

B，　 1
0n
d# B= f0

u

uE

t

E
+ J

と書ける。ここで、f0、n0 はそれぞれ真空の誘電率、透磁率であり、f0、n0 と光速 cの間には、

c-2= f0n0 の関係がある。電離層の電子数密度を N、電子の質量と電荷をそれぞれ m，-eとす

る。

⑴　J= vEが成り立っているとき、Eに対する次の方程式

DE=
E E

u

u

u

u

c t t

1
2 2

2

0f

v
+e oE E

を導け。ただし、vは複素電気伝導率である。

⑵　電離層内を z方向に伝播する波数 k、角周波数 ~の電磁波の電場を E= E0exp i kz t~-] g6 @ 
として、分散関係（kと ~の関係）を求めよ。なお、一般に kは複素数である。

⑶　z= 0 付近で、J= vEが高周波電場 E= E0exp i t~-6 @の下での電子の運動によって生じ
るとしたとき、電子の運動方程式を考えることにより、vを ~と Nの関数として求めよ。

ただし、電子どうし及び電子とイオンの衝突は無視できるものとする。また、電子の速さは

光速 cに比べて十分小さいとし、電磁波の磁場による項は無視できるものとしてよい。

⑷　⑶で求めた vを用いたときの複素屈折率 n kc
/
~

d nが 0となる角周波数 ~p を Nの関数と
して求めよ。なお、~p はプラズマ角周波数と呼ばれる。

⑸　角周波数 ~の電磁波を、地上から電離層に入射角 iで入射させたところ、電磁波は反射さ

れた。このような状況を満たす Nの下限を ~と iを用いて表せ。

ただし、空気の屈折率は 1とし、電離層の入射面は平面としてよい。
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【No. 10】 量子力学に関する以下の設問に答えよ。ただし、虚数単位を iとする。

デルタ関数型のポテンシャル V（x）=-U0d（x）に束縛された質量m、エネルギー Eの電子につ

いて考える。ただし、U02 0，E1 0 である。

⑴　この系の電子の波動関数 }（x）が従うシュレディンガー方程式を書け。

⑵　波動関数及びその空間微分が x= 0 で満たすべき接続条件を書け。

⑶　この系がもつ対称性を考えると、領域 x2 0 と領域 x1 0 の波動関数 }（x）は互いに関係付け

ることができる。その関係が成り立つ理由について説明し、波動関数を求めよ。ただし、
m E2

'
l= とし、x"!3で }（x）" 0 となることを考慮せよ。

⑷　束縛状態の波動関数の概形を図示せよ。

⑸　束縛状態のエネルギー Eをm，U0，'を用いて表せ。

次に、二つのデルタ関数からなるポテンシャル V（x）=-U0 x a x ad d- + +] ]g g6 @に束縛され
た質量m、エネルギー Eの電子について考える。ただし、U02 0，E1 0 である。

⑹　x1-a，-a1 x1 a，x2 aの各領域について、波動関数 }（x）を求めよ。規格化はしなく

てもよい。ただし、 m E2

'
l= とし、⑶と同様の考察を行い、x"!3で }（x）" 0 となる

ことを考慮せよ。

⑺　波動関数及びその空間微分が x=!aにおいて満たすべき接続条件を用いて、lを決定するた

めの式を求めよ。

⑻　束縛状態が二つ得られるための条件を求めよ。

⑼　⑻の条件を満たす二つの束縛状態の波動関数の概形を図示せよ。

⑽　⑻の条件を満たす二つの束縛状態のうち、エネルギーが低い状態はどちらであるかを理由と

ともに説明せよ。
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【No. 11】 統計力学及び物性物理学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．黒体輻射に関する以下の問いに答えよ。

一辺の長さが Lの立方体の箱の中に閉じ込められた電磁波を考える。電磁波の電場の振幅を

u（t；x，y，z）とすると、波動方程式

u

u

u

u

u

u

u

u

t

u t x y z
c

x y z
u t x y z

2

2
2

2

2

2

2

2

2； ，，
；，，= + +

] e ]g o g
を満たす。ただし、電磁波には二つの偏光方向がある。ここで、cは光速である。

⑴　ここでの電磁波はいろいろな角振動数をもつ波の重ね合わせである。波数ベクトル k、角振

動数 ~（k）をもつ電磁波の分散関係（kと ~（k）の関係）を求めよ。ただし、 kk= k である。

⑵　箱の壁で u（t；x，y，z）= 0 となる境界条件の下で電磁波の固有状態の波数ベクトル kを求め、

それが離散化されていることを示せ。

⑶　⑴で求めた ~（k）が角振動数 ~より低い電磁波の固有状態の数 N（~）を求めよ。

⑷　角振動数が ~と ~+ d~の間の単位体積当たりの電磁波の状態密度 D（~）を求めよ。

⑸　角振動数 ~の固有状態の電磁波のエネルギーは n'~（n= 0，1，2，…）をとる。この電磁波

が温度 Tの熱平衡状態にあるとき、角振動数 ~の固有振動の平均エネルギーを求めよ。ただ

し、ボルツマン定数を kB とする。

⑹　⑷で求めた状態密度を利用して、この箱の中の輻射の単位体積当たりの全エネルギーを求

め、それが T 4 に比例することを示せ。

なお、必要ならば、次の定積分を用いてよい。

e

x
dx
1 15x

3 4

0

r

-
=

3#



（下書き用紙）



（下書き用紙）



（下書き用紙）
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Ⅱ．半導体に関する以下の問いに答えよ。

シリコン（Si）結晶はダイヤモンド型結晶構造をもつ。

ダイヤモンド型結晶構造は、二つの面心立方格子を

<111>方向に対角線長の
4

1 だけずらした構造とみ

なせる。図は、その単位格子の模式図である。

⑴　この単位格子中に何個の Si 原子が含まれている

か答えよ。

Si 結晶中に、不純物として 5価のリン（P）原子を少

量だけドープすると、P原子は Si 原子と置換してダ

イヤモンド型結晶格子に組み込まれる。P原子は、最

隣接の 4個の Si 原子と共有結合を作るが、余った価電子 1個が、正イオンP+とみなせるP原

子に束縛されてその周りを周回する。

⑵　この状況をボーアの水素原子様モデルで近似して考える。このとき、遠心力とクーロン力の

釣合いと量子化条件から、基底状態における電子のエネルギー準位及び軌道半径を求めよ。た

だし、Si の誘電率を f、電子の有効質量をm＊、電気素量を eとせよ。

Si 結晶の格子定数は 0.54 nm、誘電率は f= 12f0（f0 は真空の誘電率）、電子の有効質量は

m＊= 0.33m0（m0 は電子の静止質量）である。また、水素原子のイオン化エネルギー（基底状態

の電子を無限遠まで引き離すのに必要なエネルギー）は 13.6 eVであり、水素原子でのボーア半

径は 0.053 nmである。これらの数値を用いて、以下の問いに有効数字 2桁で答えよ。

⑶　⑵で求めた軌道半径の値を求めよ。

⑷　この軌道半径の球に含まれる Si 原子数を求めよ。

⑸　ある温度以上では、基底状態にある電子が P+による束縛から逃れて伝導電子として振る舞

い、結晶全体が伝導性をもつ。このように伝導電子となるために必要なエネルギー（イオン化

エネルギー）の値を求めよ。

⑹　P原子を高濃度にドープすると、P+を中心として⑵で求めた軌道半径の球どうしが接する

ようになり、そこにいる電子が隣の P+の軌道に飛び移るようになる。それによって「不純物

バンド」が形成され、極低温でも伝導性をもつようになる（絶縁体金属転移）。このような現象

が起こる P原子のドープ濃度を求めよ。

⑺　上述のようにドープされた電子の振る舞いをボーアの水素原子様モデルによって考えたが、

そこで得られたイオン化エネルギーや絶縁体金属転移が起こる不純物濃度の値は実験値と同程

度となっている。このようにこのモデルが有効である理由、及びこのモデルの限界を考察せよ。
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【No. 12】 地球物理学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．地球大気には、ハドレー循環と呼ばれる、

低緯度に閉じた子午面循環が見られる。こ

こでは乾燥大気の東西一様な定常状態を考

え、ハドレー循環の南北幅の説明を試みる。

図のように、地球を半径 aの球とし、地

球の自転角速度を X、赤道から北向きの地

面に沿った距離を y、高度を zとし、ハド

レー循環の南北幅を Yで表す。緯度を z

として y= azである。また、対流圏大気

の水平運動を 2層の大気で考え、それぞ

れの層の代表的高度を z= 0 及び z= H

とする。

以下の議論は、角運動量（angular momentum）の保存と温度風の関係から実現可能な温位の

南北プロファイル iM（y）の形を求めた後、それと独立に放射平衡（radiative equilibrium）を満

たす温位プロファイル iE（y）を仮定し、最後に両者の関係を用いて各種パラメータを決定すると

いう流れで進む。南北対称のモデルであるので、議論を北半球に限定する。

⑴　対流圏上層では、地表による摩擦が働かないため、地球の自転軸周りの角運動量が保存され

る。赤道上（y= 0）において地面に対して静止している空気塊を、地球の自転軸周りの角運動

量を保ったまま高緯度側に移動した場合の東向き風速を uM（y）と書くこととし、uM（y）を求め

よ。低緯度において y% aが成り立つことを用いて、yの多項式の形で答えよ。なお、図中で

は大気の厚みを強調しているが、自転軸からの距離に対する Hの寄与は考えない。

⑵　今考えている定常状態において、以下の四つの式が成り立っているとする。

地衡風の関係 
u

u
fu g

y

z

p

=-

状態方程式 p= tRT

静力学平衡の関係 
u

u

p

z

g

1

y t
=-

温位の定義 T
p

p

r

R Cp

i= e o
ここで、uは東向き風速、gは重力加速度の大きさ、f= 2Xsinzはコリオリパラメータ、p

は気圧、tは大気の密度、Rは気体定数、Tは気温、iは温位、Cpは空気の等圧比熱、prは参

照気圧（定数）である。

これらの式を用いて、気圧座標系における温度風の式①を導け。

u

u

u

u
f
p

u

y

1

ti

i
=  ……①

X

y= 0

u= 0

a

y= Y

u= uM（y）

z= H
z= 0
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⑶　式①を高度座標系に変換した後、全球の対流圏で平均した温位 i0 を用いて線形化すること

で次の式②が得られる。

u

u

u

u
f
u g

yz 0i

i
=-  ……②

対流圏下層では大気は摩擦により十分に減速され、東西方向の対地速度が無視できるとする

（u（y）z=0= 0）。また、対流圏上層では⑴で求めた東西風速の南北プロファイルが成立してい

るとする（u（y）z=H= uM（y））。さらに、これら二層の間では、厚み Hにわたって式②で表さ

れる温度風の関係が成立しているものとする。

温位が高度方向に一様であるとし、赤道上の温位を iM0 としたとき、低緯度 y% aにおけ

る各緯度の温位 iM（y）が次の式③で近似的に表せることを示せ。

y
a gH

y
2

M M0 2

2
0 4i i
iX

= -] g  ……③

続いて、放射平衡による温位の南北プロファイルを考える。赤道上の放射平衡温位を iE0、赤

道と極の放射平衡温位の差を Diとして、各緯度の放射平衡温位 iEが

iE（z）= iE0- Disin2z ……④

の形で書けると仮定する。低緯度 y% aにおいては、これは次のように近似できる。

y
a
yE E0 2

2i i
iD

= -] g  ……⑤

最後に、ハドレー循環の南北幅 Yを求めるため、角運動量保存から導いた iMを放射平衡温位

iEに関連付ける。ハドレー循環の外側（高緯度側）では放射平衡が成り立っており、ハドレー循

環の高緯度端において温位の連続 iM（Y）= iE（Y）が成り立っているとする。また、ハドレー循

環の内部では熱収支が釣り合っており、適当な仮定の下で y ydy dyM

Y

E

Y

0 0

i i=] ]g g# # が成り

立っているとする。

⑷　Yを、i0，Di，g，a，H，Xのうち必要なものを用いて表せ。また、i0= 260 K，Di= 40 K，

g= 10 m・s-2，a= 6400 km，H= 10 km，X= 2r day-1 であるとして Yの大きさを概算

せよ。

⑸　iE0- iM0 を、i0，Di，g，a，H，Xのうち必要なものを用いて表せ。

⑹　yを横軸、iを縦軸にとり、iM（y）と iE（y）の概形を、両者の違いが分かるように y= 0 か

ら y= Yまでの範囲で図示せよ。ただし、iM（y）を実線、iE（y）を破線で一枚のグラフに描く

こと。ここでは、Yや iE0，iM0 の具体的な値は問わない。
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Ⅱ．水平東向きが x、水平北向きが y、鉛直上向きが zとなるように局所直交座標系をとる。地球

の回転及び曲率を考慮した大気の x，y方向の運動方程式はそれぞれ次のようになっている。

u

u
sin cos

tan

Dt

Du
v w

a

uw

a

uv

x

p
F2 2

1
uz z

z

t
X X- + + - =- + 　　……⑥

u

u
sin

tan

Dt

Dv
u

a

vw

a

u

y

p
F2

1
v

2

z
z

t
X+ + + =- +  ……⑦

ここで、tは時間、u，v，wは x，y，z方向の風速、Xは地球の自転角速度、zは緯度、aは地球 

半径、tは大気の密度、pは気圧、Fu，Fvは u，vに働く摩擦力である。
D

Dt
はラグランジュ微分 

u

u

u

u

u

u

u

u

Dt

D

t
u
x

v
y

w
z

= + + + であり、動粘性係数 oを用いて
u

u

u

u

u

u
F

x

u

y

u

z

u
u 2

2

2

2

2

2

o= + +e o， 

u

u

u

u

u

u
F

x y z

v v v
v 2

2

2

2

2

2

o= + +e oである。
⑴　北半球中緯度（z～45°）における対流圏自由大気の、総観規模の運動を考える。2Xsin45°= 

2Xcos45°= f0 とする。

ⅰ　運動方程式の各項のおよその大きさについて、水平風速スケール U、鉛直風速スケール

W、変動の水平長さスケール L、変動の鉛直長さスケール H、密度で規格化した気圧の水平

変動スケール P

t

D 及び定数 a，f0，oを用いて評価することを考える。表Ⅰの［ア］～［オ］に

当てはまるスケールをそれぞれ答えよ。A項、G項は例として埋めてある。A項において

は時間スケールを
U

L とし、G項においては H% Lを用いている。符号は無視してよい。

表Ⅰ

A項 B項 C項 D項 E項 F項 G項

式⑥
Dt

Du
-2Xvsinz 2Xwcosz

a

uw tan

a

uv z
-

u

u

x

p1

t
- Fu

式⑦
Dt

Dv 2Xusinz
a

vw tan

a

u2 z

u

up

y

1

t
- Fv

スケール
L

U 2 ［ア］ ［イ］ ［ウ］ ［エ］ ［オ］
H

U
2

o

ⅱ　表Ⅱに与えた各スケールのおよその大きさを用いて、表ⅠのA項～G項のおよその大き

さを評価せよ。また、寄与の大きな方から三つの項について、その物理的意味を記せ。ここ

では o= 10-5 m2・s-1，f0= 10-4 s-1，a= 107 mを用いよ。



25 C1・2̶2024 数理科学・物理・地球科学（記述）

表Ⅱ

シンボル 意味 およその大きさ

U 水平風速スケール 10 m・s-1

W 鉛直風速スケール 10-2 m・s-1

L 水平長さスケール 106 m

H 鉛直長さスケール 104 m

P

t

D 密度で規格化した

気圧の水平変動スケール
103 m2・s-2

ここからは、同心円状の等圧線をもつ高低気圧と、等圧線に沿う定常流を仮定する。円の中心

から距離 rの点を考え、接線方向の風速を urとすると、動径方向の運動方程式は次のように書

き直すことができる。

u

u

r

u

r

p
f u

1
0

r
r

2

0
t

- + =  ……⑧

ここで、反時計回りの場合に urを正としている。

⑵　式⑥、⑦及び⑴の結果を用いて、式⑧を導け。

式⑧で表される風を傾度風と呼ぶ。傾度風は、rが大きい極限では遠心力が無視でき、地衡風

に帰着する。地衡風近似に基づく風速を ugとすると、運動方程式は次のようになる。

u

u

r

p
f u

1
0g0

t
- + =  ……⑨

⑶　ある一定の気圧傾度力の大きさに対して式⑧と⑨を用いて風速を評価したとき、低気圧性循

環では u ug r2 、高気圧性循環では u ug r1 となることを説明せよ。ただし、北半球を例

にとり、それぞれ低気圧に伴う反時計回りの風及び高気圧に伴う時計回りの風のみを考えるこ

と。

⑷　式⑧の解のうち、rの大きな極限で地衡風に漸近するものが

u

u
u

f r

f r r

p

2
1 1

4
r

0

0
2t

= - + +f p ……⑩

であることを示せ。

⑸　⑷で求めた傾度風 urが実数となるような気圧傾度の大きさ
u

u

r

p の範囲を、低気圧と高気圧

それぞれの場合について求めよ。また、このことから低気圧と高気圧における中心付近の気圧

傾度の大きさの違いについて分かることを説明せよ。
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【No. 13】 地球物理学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．岩石力学に関する以下の問いに答えよ。

地下の岩盤に働くせん断応力（接線応力）について考える。応力場が二次元的で、z軸方向に働

く力はなく、z軸方向への変化もないとする。また、x軸、y軸が主応力軸であり、x軸方向と 

y軸方向の主応力 v1，v2 について v12 v22 0 であるとする。ここで、応力の符号は圧縮を正

とする。図Ⅰのように、xy平面と直交する面Qを考え、その法線ベクトル nと x軸がなす角を 

0
2

1 1i i
rd nとする。

⑴　三角形OABを断面とし、z軸方向に伸びる三角柱について、その側面に働く力の釣合いを

考えることにより、面Qに働く法線応力 vn、せん断応力 xを、v1，v2，iを用いて表せ。

O

v1

A

y

B

Q

x

x
n

i

v2

vn

図Ⅰ

岩石の脆性破壊に関する応力状態の基準がいくつか提案されてきた。これらのうち一つはクー

ロン－ナビエ基準であり、これはせん断応力 xが以下の値に達すると破壊が起こるというもので

ある。

S nx nv= +  ……①

ここで、Sは岩石のせん断強度、nは内部摩擦係数、vnは法線応力である。

⑵　 nx nv- が最大となるときの、角 iを求める式を表せ。

⑶　 nx nv- が最大となるとき、式①を、S，n，v1，v2 を用いて書き直せ。
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Ⅱ．断層から放射される地震波に関する以下の問いに答えよ。

密度 t、P波速度 a、S波速度 bの均質等方無限弾性体中に面積 Sの断層が存在する。断層の

中心は座標原点Oに一致し、時刻 t= 0 に z= 0 平面上の断層に x方向のすべりが生じるとす

る。断層は小さく、断層上での破壊伝播の効果を無視できる場合、十分遠方の観測点 x（x，y，z） 

での時刻 tにおける P波と S波の変位ベクトル uP と uS は、それぞれ次のように表される。

uP（x，t）
x

A x
M t

4

FP

3 0
rta a

= -o d nA

x

x  ……②

uS（x，t）
x

A x
M t

4

FS

3 0
rtb b

= -o d nA

x

x  ……③

ここで、 x x y z2 2 2= + +x 、M0（t）は地震モーメントの時間関数である。ドットは関数の時

間微分を表す。剛性率を n、断層でのすべり時間関数を D（t）とすれば、

M0（t）= nD（t）S

と書くことができる。AFP と AFS は、それぞれ P波と S波の遠方での放射特性を示し、次のよ

うに与えられる。

A rsin cos2FP i z= VA r

A i zsin cos cos sin2FS i z i z= -W WA i z

rVr，iWi，zWz は、図Ⅱに示す極座標系（r，i，z）における単位ベクトルである。

O
断層

z

i

x

r

y

z

図Ⅱ

⑴　P波と S波の遠方での放射特性の大きさが同じ地点において、S波の振幅は P波のおよそ何

倍か求めよ。ただし、 3a b= とする。

⑵　観測点の位置によって、P波の変位の向き（極性）が震源から遠ざかる場合（押し）と震源に向

かう場合（引き）とがある。iと zによって、P波の変位の向きがどのように変化するかを、座

標原点Oを中心とする球面上での極性（押し引き）分布を図示することにより説明せよ。ただ

し、M 00Fo とする。
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次に、断層が有限の長さをもち、破壊伝播の効果を考慮した場合に、断層から放射される地震

波について考える。以下では、S波のみ扱うことにする。

図Ⅲのように、断層は z= 0 平面に存在し、x方向に長さ L、y方向に幅Wの大きさをもつと

する。座標原点Oは断層の中心にある。（x'，y'，0）を断層上の点としたとき、断層上のこの点

から観測点までの距離は ' 'R x x y y z2 2 2= - + - +] ]g g と書ける。Rは断層の長さや幅に比

べて十分に大きいものとする（R& L，R&W）。破壊は、断層端（x=-L/2）で始まり、一定速

度 v（v1 b）で xの正の方向に伝播するものとする。

O

観測点

x
c

y

W/2

L/2

-W/2

-L/2

z

図Ⅲ

遠方の観測点での S波変位は、破壊伝播の効果を考慮して式③を断層上で積分することにより

求められるので、次のように書ける。

uS（x，t）= A' '

'

dx dy
R

D t
v

x R

4
FS

/

/

/

/

L

L

W

W

3
2

2

2

2

rtb

n b
- -

- -

o d n
# # A

断層の長さや幅は観測点までの距離に比べて十分小さいため、距離減衰や放射特性は断層中心で

の値で代表できるものとする。また、断層幅が小さいときには、座標原点Oから観測点に向か

う方向と破壊伝播の方向（+x方向）とのなす角を cとすると、R. R0- x' cos cと近似できる。

ここで、R zx y0
2 2 2= + + は座標原点（断層の中心）から観測点までの距離である。

⑶　遠方での S波変位は次のように近似できることを示せ。

uS（x，t）= A

R

W
I

4

FS

3
0rtb

nA

ここで、

' '
' ' '

cos
I D t

v

x R x
dx D t

R

L
x dx

/

/

/

/

L

L

L

L
0

2

2
0

2

2c

b

x

b
= - -

-
= - -

- -

o oe eo o# # 　 ……④

cos

v
L

1
x

b

c
= -e o

である。
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⑷　式④の xはどのような意味をもつか。 1行程度で説明せよ。

⑸　すべり時間関数 D（t）が、次のような立ち上がり時間 Tの傾斜関数

D（t）=

t

T

U
t t T

U t T

0 0

0

1

2

E E

]
]
]

g

g
g

Z

[

\

]]]]]]
]]]]]]]

で与えられる場合（Uは定数）、式④を計算して、S波変位波形を図示せよ。ただし、T1 xと

する。

⑹　⑸の結果は、Tが非常に小さい場合には cの値によって S波変位波形が大きく異なること

を示している。これを踏まえ、破壊の伝播方向が地震波形に及ぼす影響について 3行程度で

説明せよ。
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【No. 14】 地質学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．化石と地球生命進化に関する以下の問いに答えよ。

⑴　化石は、過去の生物に関する直接証拠であるが、生物の体が化石として保存される可能性に

は偏りがある。偏りの要因となる以下の三つの条件について、それぞれ 2行程度で説明せよ。

⒜　生物の体そのものの特徴

⒝　生息環境

⒞　地層の分布

⑵　石炭紀は、特にヨーロッパにおいて地層中に石炭が比較的多く含まれていることで特徴付け

られる地質年代である。石炭は、分解されなかった植物体が堆積物中で地熱や圧力の影響を受

け、変質してできる。

⒜　石炭紀の代表的な植物化石の写真を図Ⅰのア～エの中から一つ選ぶとともに、その名称を

答えよ。

10mm
20 mm

ア イ

10mm 10 mm

ウ エ

図Ⅰ

 
 
 
 
 
 

著作権の関係のため、掲載できません。 



31 C1・2̶2024 数理科学・物理・地球科学（記述）

⒝　前後の地質年代と比べて石炭紀に植物体が地層中に保存されやすかった要因として考えら

れる生命進化の歴史的経緯にはどのようなものがあるか、 3行程度で説明せよ。

⑶　地球生命史を通じて、生物相の構成は変化してきた。中でも、顕生代最大の大量絶滅である

ペルム紀末の大量絶滅を含む 5回の大量絶滅は生物相の入れ替わりに大きな影響を及ぼした。

⒜　大量絶滅とはどのような現象であるか。他の絶滅との違いに注意しながら、 1～ 2行で

説明せよ。

⒝　図Ⅱは、ペルム紀-三畳紀境界付近における地層中の炭素安定同位体比（13C/12Cの標準物 

質との差の千分率：d13C）の変動を示したものである。ペルム紀-三畳紀境界で炭素安定同

位体比が負にシフトしている要因として主に考えられる現象を二つ挙げ、それぞれ 2～ 4行 

で説明せよ。

ペルム紀 チャンシンジアン期

インドゥアン期

三畳紀
オレネキアン期

Ma
d13C

-2 0 2 4 6 8

248

250

252

図Ⅱ　ペルム紀-三畳紀境界付近における地層中の炭素安定同位体比の変動

 
 
 
 
 
 

著作権の関係のため、掲載できません。 
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⒞　右の図は、南中国におけるペルム紀末の大量絶滅

直前の海底付近の生物相と海底下の生物撹拌の様子

を模式的に示したものである。生物相の多様性が高

く、海底の深い層まで生物撹拌が見られ、大型の捕

食動物（魚類、エイ）も生息していた。この後、大量

絶滅が起き、この生態系は崩壊し、中期三畳紀にか

けて生態系の複雑性の回復が進んだ。図Ⅲのア～エ

には、同地域におけるペルム紀末大量絶滅直後から

中期三畳紀にかけての各時代の生物相及び生物撹拌の様子を模式的に示してある。この中か

ら、以下のⅰ～ⅳの各時代に相当する図の記号を選ぶとともに、図が示している生態系の

特徴をそれぞれ 1行程度で説明せよ。

ⅰ　大量絶滅直後（前期三畳紀最初期）

ⅱ　前期三畳紀

ⅲ　中期三畳紀前半

ⅳ　中期三畳紀後半

10 cm
10 cm

ア イ

10 cm 10 cm

ウ エ

図Ⅲ

10 cm

 
 
 

著作権の関係のため、 
掲載できません。 

 
 
 
 
 
 

著作権の関係のため、掲載できません。 
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Ⅱ．プレートの発散境界と収束境界に関する以下の問いに答えよ。

⑴　大洋底における最も顕著な構造の一つに中央海嶺と呼ばれる海底の大山脈があり、そこはプ

レート発散境界である。その総延長は 7万 kmを超え、地球上のマグマ生産量の 60～80％

を占める。山脈の中軸部には堆積物がほとんどないことから新しい火山であると言える。中央

海嶺に関する以下の問いに答えよ。

⒜　中央海嶺の形成過程について、次の語句を全て用いて 5行程度で説明せよ。ただし、解

答中で用いた語句に下線を引くこと。

［語句：　プレート境界、マントル物質、溶融、マグマ、噴出］

⒝　図Ⅰは、太平洋と大西洋のある場所における中央海嶺を横切る地形断面であり、中軸部

（距離 0 km）より両側 2,000 kmの範囲を示している。上下どちらの断面が太平洋あるいは

大西洋の中央海嶺であるかを、それぞれの（短波長の凹凸地形を除いた）全体的な形状の特徴

と合わせて 5行程度で説明せよ。

⒞　図Ⅰの地形断面には短波長の凹凸も見られる。これは中央海嶺の中軸に平行な方向に連続

する地形であるが、どのような地質構造を反映したものなのか、またそれはどのように形成

されたものなのか、合わせて 5行程度で説明せよ。

⒟　⒝で示された太平洋と大西洋の中央海嶺の形状が異なる理由を、海底拡大速度の観点か

ら 10行程度で説明せよ。なお、図Ⅰに示された年代は、拡大速度が一定であったと仮定し

た場合の値である。

-2,000
-3,000
-4,000
-5,000

2,000 1,000 0

01020

1,000 2,000
距離〔km〕

年代〔100 万年〕

水
深
〔m〕

10 20

-2,000
-3,000
-4,000
-5,000
-6,000

2,000 1,000 0

050100150

1,000 2,000
距離〔km〕

年代〔100 万年〕

水
深
〔m〕

50 100 150

図Ⅰ　中央海嶺の地形断面図

 
 
 
 
 
 

著作権の関係のため、掲載できません。 
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⑵　プレートどうしが互いに接近し合うプレート収束境界のうち、海洋プレートが沈み込む場所

は沈み込み帯と呼ばれ、火成作用・変成作用・地震活動及び造山運動など地球上で最も活動的

な造構環境に置かれている。沈み込み帯に関する以下の問いに答えよ。

⒜　従来、沈み込み帯はチリ型とマリアナ型に分類されていた。これらの型はどのような分類

であったのかについて、それぞれの特徴と共に、次の語句を全て用いて 10行程度で説明せ

よ。ただし、解答中で用いた語句に下線を引くこと。

［語句：　沈み込み角度、プレート間結合度、密度、付加体、背弧、砕屑物］

⒝　チリ型とマリアナ型の分類は見直され、その後、これに代わって付加型と浸食型が提唱さ

れるようになった。分類が見直された要因を、図Ⅱを参照して 5行程度で説明せよ。なお、

図Ⅱには、主要な沈み込み帯（海溝）が、付加体が形成されている場所（ 印）とそれが見られ

ない場所（ 印）とあわせて示されている。

⒞　沈み込み帯における付加体の有無（付加型か浸食型）を支配する要素は、幾つか挙げられる。

図Ⅲには主要な沈み込み帯における、海溝内側 50 km以内での海溝斜面の傾斜角度に対す

る、海溝に直交するプレートの相対収束速度及び海溝での堆積物の厚さの関係が示されてい

る。図からそれらの関係を読み取って、沈み込み帯が付加型と浸食型に分かれる条件を10行 

程度で説明せよ。

0° 60° 60°

60°

30°

0°

30°

120° 180° 120°

60°
南サンドウィッチ

小アンチル
（バルバドス）

ブリティッシュ
コロンビア

ワシントン-オレゴン

アリューシャン

カムチャツカ

南部チリ
マッコリー

ヒクランギ

ジャワ

マニラ

フィリピン

ケルマデック

アンダマン

マクラン

エーゲ海

スマトラ ニューヘブリデス

伊豆-マリアナ

トンガ

北部チリ

ペルー

日本南海

琉球

千島

エクアドル
コスタリカ

グアテマラ
メキシコ

アラスカ

図Ⅱ　世界の沈み込み帯と付加体の分布
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ALE：アリューシャン、ALK：アラスカ、AND：アンダマン、BC：ブリティッシュ・コロンビア、COS：コスタリ

カ、ECU：エクアドル、GUA：グアテマラ、HON：本州（日本）、IZU：伊豆、JAV：ジャワ、KAM：カムチャツ

カ、KER：ケルマデック、KUR：千島（クリル）、LA：小アンチル、MAN：マニラ、MAK：マクラン、MAR：マリ

アナ、MED：地中海（エーゲ海）、MEX：メキシコ、NAN：南海、NC：北部チリ、NIC：ニカラグア、PER：ペ

ルー、PHI：フィリピン、RYU：琉球、SC：南部チリ、SOL：ソロモン、SS：南サンドウィッチ、SUM：スマトラ、

TAI：台湾、TON：トンガ、WAS：ワシントン‒オレゴン

図Ⅲ　海溝斜面の角度に対する相対収束速度と堆積物の厚さの関係

 
 
 
 
 
 

著作権の関係のため、掲載できません。 
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【No. 15】 地質学に関する以下のⅠ、Ⅱの設問に答えよ。

Ⅰ．惑星・衛星の内部構造や表層年代の推定方法に関する以下の問いに答えよ。ただし、万有引力

定数は6.7# 10-11 N・m2/kg2とし、計算においては、結果だけでなく導出過程も簡潔に記すこと。

⑴　惑星や衛星の組成や内部構造は、その平均密度からも推測される。

⒜　地球と月の平均密度を有効数字 2桁で求めよ。ただし、地球と月は球と仮定し、必要に

応じて次の値を用いること。

地球の表面における重力加速度の大きさ：9.8 m/s2，　地球の半径：6.4# 106 m

月の表面における重力加速度の大きさ　：1.6 m/s2，　月の半径　：1.7# 106 m

⒝　地球と月の平均密度の値が異なる理由について 2行程度で説明せよ。

⒞　⒝の説明を支持する平均密度以外の観測量を挙げ、その内容を 3行程度で説明せよ。

⑵　限られた情報から惑星の内部構造を推定する場合の基本モデルは、球対称の 2層構造である。

⒜　地球を、金属核と岩石層の 2層構造であると仮定し、金属核の半径を地球半径の比として 

有効数字 1桁で求めよ。ただし、地球は球と仮定し、金属核と岩石層の密度の値は、それぞ 

れ常温常圧下における金属鉄の密度7.9# 103 kg/m3とかんらん岩の密度3.3# 103 kg/m3 

を用いよ。

⒝　⒜で得られた値と、地球における実測値（～0.55）の違いの原因を、 3行程度で説明せよ。

⒞　土星の衛星エンケラドスは、氷で覆われている。エンケラドスが氷と岩石の 2層からな

り、半径を 250 km、質量 1.1# 1020 kg の球であると仮定した場合、氷層の厚さを有効 

数字 1桁で求めよ。ただし、氷と岩石の密度の値は、それぞれ 1.0# 103 kg/m3 と

3.3# 103 kg/m3 を用いよ。

⒟　⒞で示した値及び得られた値を用いて、エンケラドスの氷層における重力加速度の大き

さは表面における値と同じであると仮定し、氷層の最下部の圧力を有効数字 1桁で求めよ。

⒠　図Ⅰは、エンケラドスの南極付近の水蒸気などの噴出（土星探査機「カッシーニ」2009 年

11 月 21日撮影）の様子である。この観測からエンケラドス内部の構造について示唆される

ことを、 2行程度で説明せよ。なお、H2Oの相図（図Ⅱ）を用いてもよい。
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⑶　地質学的過程を理解するためには、時間の情報を得ることは重要である。固体惑星・衛星の

表面のクレーターの数密度より、その地域の年代を見積もる方法として、クレーター年代学が

ある。

⒜　地質学における時間軸の重要性を、 2行程度で説明せよ。

⒝　クレーター年代学の原理を、 2行程度で説明せよ。

⒞　⒝で用いられている仮定を、 2行程度で説明せよ。

⒟　クレーター年代は、図Ⅲ（曲線は衝突頻度曲線、横軸は月面の表面年代）のようにアポロ・

ルナ計画により取得された岩石試料の放射年代と、試料採集場所のクレーターの数密度との

比較によって決められている。この図から読み取ることのできる情報を、 3行程度で説明

せよ。

⒠　図Ⅲより、クレーターの数密度による時代推定に適している年代を述べよ。

⒡　クレーターの数密度による時代推定の不確定性を小さくするために必要な調査はどのよう

なものが考えられるか、 2行程度で説明せよ。
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Ⅱ．地球の歴史に関する以下の問いに答えよ。

⑴　イギリス、スコットランドの地質学者で近代地質学の基礎をつくったとして知られる

James Hutton（1726-1797）の業績に関する以下の問いに答えよ。

⒜　図Ⅰは、垂直な崖の露頭スケッチである。このような地質構造の名称を答えよ。

⒝　図Ⅱは、図Ⅰと同種の地質構造を呈する露頭の写真である。この写真をもとに、その構造の特

徴がよく分かるような露頭スケッチを描け。ただし、スケッチは 4行の範囲に収めること。

⒞　図Ⅰや図Ⅱのような構造が形成される過程について、 3行程度で説明せよ。

⒟　「現在は過去を知る鍵である」という地球観がHutton の考えの基本であった。図Ⅰや図Ⅱ

のような露頭の観察から、Hutton が導いた地表の変化の歴史に関する考え方を 5行程度に

まとめて説明せよ。

図Ⅰ　露頭スケッチ

図Ⅱ　露頭写真
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⑵　層序の対比と年代測定法に関する以下の問いに答えよ。

⒜　図Ⅲ～Ⅵは、層序と対比に関係した図である。各図が示す層序の分類名と共に、その層序

による対比方法の原理と特徴について、それぞれ 5行程度で説明せよ。

⒝　図Ⅶ及びⅧは、地層に数値年代を与える方法に関係した図である。各図が示す年代測定法

の名称と共に、その年代測定法の原理と特徴について、それぞれ 5行程度で説明せよ。
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図Ⅲ　模式地質柱状図。同じパターンは同一の岩相を表す。
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科目別構成の詳細

科　　　　　　　　目 出 題 数 問 題 番 号 ペ ー ジ

代数、幾何、解析、確率・統計 5題 No.  1～ 5 1～9

情報科学 1題 No.  6 10～11

数学モデル 1題 No.  7 12～13

経営工学（経営数学・生産管理・品質管理） 1題 No.  8 14～16

古典物理学、現代物理学（物性物理学を含む。） 3題 No.  9～11 17～21

地球物理学 2題 No. 12，13 22～29

地質学 2題 No. 14，15 30～40

○　15 題のうちから任意の 2題を選んで解答してください。


